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Es ist eine allgemein bekannte Erscheinung, dass 
das Spiegelbild eines Gegenstandes in einer gekrümmten 
Fläche, dem Objekte nicht genau ähnlich ist, sondern dass 
dieses mehr oder weniger verzerrt erscheint. Diese Ver- 
zerrung verschwindet jedoch, wenn die beiden Krümmungs- 
radien der spiegelnden Fläche unendlich gross werden. 
Daraus folgt, dass man ein dem Gegenstande vollkommen 
ähnliches Bild erhält, wenn die spiegelnde Fläche eine 
Ebene ist. 

Die in gekrümmten Flächen entstehenden verzerrten 
Spiegelbilder sind schon wiederholt zum Gegenstande von 
Untersuchungen gemacht worden. Der erste, von dem es 
bekannt ist, dass er sich mit solchen Zerrbildern — katop- 
trischen Anamorphosen — eingehender beschäftigt hat, 
dürfte wohl der chursächsische Hofmechanikus Jacob 
Leupold gewesen sein. Dieser hat nämlich in der 
ersten Hälfte des 18. Jahrhunderts die Konstruktion von 
Maschinen angegeben, welche es ermöglichen, in einer 
Ebene derartig verzerrte Gebilde zu zeichnen, dass 
diese, wenn man sie von einem bestimmten Augenpunkte 
aus als Spiegelbilder in gewissen gekrümmten Flächen 
betrachtet, als richtig proportionierte Bilder erscheinen. — 
Leupold hat diese seine Maschinen in einer kleinen, im 
Jahre 1713 erschienenen Abhandlung, betitelt „Anamor- 
phosa mechanica nova", beschrieben. 

Da in dieser Schrift nicht angegeben ist, dass diese 
Maschinen ein Ergebnis mathematischer oder graphischer 



Untersuchungen sind, ist man wohl zu der Annahme be- 
rechtigt, dass Leupold seine Erfolge lediglich einer Reihe 
gelungener Versuche verdankte, und dass ihm die Gesetze 
über Spiegelung in gekrümmten Flächen unbekannt 
waren. 

Mit der Spiegelung in der einfachsten gekrümmten 
Fläche, der Kugelfläche, haben sich später dann die 
Mathematiker F. Engel und K. Schellbach eingehender 
befasst, die in ihrem gemeinsamen Werke „Darstellende 
Optik" 1 eine ganze Reihe von Aufgaben aus diesem 
Gebiete auf graphischem Wege lösten. Ihre Anamorphosen 
sind unter der Voraussetzung entstanden, dass ein 
leuchtender Punkt in einer spiegelnden Kugelfläche stets 
nur ein Spiegelbild hat. 

Diese Annahme gilt aber nur für solche Strahlen- 
bündel, die den Gauss 'sehen Einschränkungen unterliegen, 
nämlich für paraxiale Strahlenbündel. Paraxiale Strahlen- 
bündel sind solche, deren einzelne Strahlen der optischen 
Axe, d. h. der Verbindungslinie des leuchtenden Punktes 
mit dem Krümmungsmittelpunkte der spiegelnden Fläche, 
unendlich benachbart verlaufen. Für weiter von der 
optischen Axe entfernt verlaufende Strahlenbündel gelten 
diese Spiegelungsgesetze aber nicht mehr, sondern andere, 
die wir im Folgenden betrachten wollen. 



§ 1. Die schiefe Incidenz. 

Wie bereits in dem Vorhergehenden angedeutet 
wurde, bleibt ein unendlich dünnes, homozentrisches 
Strahlenbündel nach der Reflexion in einer sphärischen 
Fläche nur dann homozentrisch, wenn wir es mit einem 
paraxialen zu tun haben. Handelt es sich jedoch um 



1 F. Engel und K. Schellbach „Darstellende Optik". 
Halle 1856. Verlag von H. W. Schmidt. 



schiefe Incidenz von Strahlen in eine spiegelnde Fläche, 
d. h. betrachten wir ein unendlich dünnes homozentriscbes 
Strahlenbündel, welches mit der optischen Axe einen 
messbaren Winkel bildet, so wird dieses nach der Reflexion 
zu einem astigmatischen Strahlenbündel. Der von den 
reflektierten Strahlen gebildete Baum hat in seinem Ver- 
laufe statt der konischen eine tetraedrische Gestalt ange- 
nommen. Wir erhalten in diesem Falle von einem 
leuchtenden Punkte nicht ein einziges punktuelles Spiegel- 
bild, sondern zwei hintereinander liegende, zu sehr kleinen 
Linien verzerrte Bilder. 

Das menschliche Auge hat sich nun freilich daran 
gewöhnt, von einem Gegenstande, der sich in einer ge- 
krümmten Fläche spiegelt, nur ein einziges Spiegelbild zu 
erblicken. Es möge hier unbeantwortet bleiben, ob sich 
unser Auge nur dem vorderen oder auch nur dem hinteren 
der beiden Bilder akkomodiert hat, oder ob eine unwill- 
kürliche Kombination der beiden hintereinander liegenden 
Bilder in unserem Auge die Empfindung nur eines Bildes 
erzeugt. 

Die Tatsache der astigmatischen Reflexion bei schiefer 
Incidenz in gekrümmte Flächen wurde zuerst beobachtet 
und auch mathematisch begründet von dem Mathematiker 
Sturm 1 . Später bestätigte dann auch Kummer 2 die 
Richtigkeit der Behauptung Sturms. Kummer war es 
auch, der als Erster zur besseren Demonstration dieser 
Erscheinung Fadenmodelle konstruierte. 

Nach Sturm und Kummer waren es besonders Reusch 8 , 



1 Sturm. Memoire sur l'optique. Übersetzt in Pogg. 
Ann. LXV. 1845. p. 116, 374. 

* Kummer. Allgemeine Theorie der gradlinigen 
Strahlensysteme. Crelles Journ. LVII. p. 189 und Monats- 
berichte der Berliner Akademie 1860. p. 469. 

3 Reusch. Reflexion und Brechung des Lichtes in 
sphärischen Flächen. Pogg. Ann. 1867. p. 497. 
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Neumann 1 , Matthiessen* und Heath 8 , welche die 
Untersuchungen über astigmatische Strahlenbrechung und 
-Spiegelung fortsetzten und durch Einführung der Abscissen- 
gleichungen konjugierter Punkte, so wie der Kardinal- 
und Fixpunkte wesentlich vervollkommneten. Ausser den 
bisher erwähnten Schriften wurde noch als Grundlage zu 
der hier vorliegenden Arbeit die von Bode* benutzt, 
welcher als Problem die Spiegelung zweier konzentrischer 
Kugeln in einander zu Grunde liegt. 

Während in den meisten dieser Arbeiten als gekrümmte 
Fläche, in der die astigmatische Brechung oder Spiegelung 
untersucht wurde, eine Kugelfläche angenommen worden 
war, dehnte zuerst Neu mann seine Untersuchungen auf 
beliebig gekrümmte Flächen aus. 

In der vorliegenden Arbeit soll — was noch weiter 
unten genauer disponiert werden wird — die Spiegelung 
einer Ebene in einer Kugel betrachtet werden. Wir 
könnten daher, ohne weiter auf die von Neumann auf- 
gestellten Formeln einzugehen, uns die Reusch'schen als 
Ausgangspunkt erwählen. Trotzdem wollen wir mit den 
Neumann 'sehen, als den allgemeineren Formeln, beginnen 
und uns aus diesen die Reu seh 'sehen herleiten. — Zuvor 
wollen wir jedoch hier noch bemerken, dass die ange- 
führten Arbeiten sich teilweise nur mit der Dioptrik, nicht 



1 Neumann. Brechung sehr dünner Strahlenbündel. 
Bericht der sächsischen Gesellschaft der Wissenschaft. Math, 
phys. Klasse 1880. p. 53. 

2 Matthiessen. Über die Form der unendlich dünnen 
Strahlenbündel und dieKummer'schenModelle. Münchener 
Berichte 1883. — Gräfes Archiv für Ophthalmologie 1883. — 
Schlömilchs Zeitschr. für Mathem. u. Phys. 1888. 33. p. 167. — 
Berlin -Eversbusch. Zeitschr. für vergleichende Augenheilkunde. 
1889. VI. § 39. — Annalen der Physik. 1902. VI. Band 7. p. 381. 

3 Heath. A Treasise on Geometrical Optics. Cam- 
bridge 1887. 

4 Bode. Zur Theorie des Astigmatismus katop- 
trischer Anamorp hosen. Inaugural-Dissertation. Rostock 1897. 
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aber auch mit der Katoptrik, in gekrümmten Flächen 
befassen, was jedoch belanglos ist, wenn wir nur bei den 
dort gefundenen Formeln den Brechungsindex w = — 1 
setzen. 



§ 2. Die Neumann'schen Formeln 

für Brechung und Spiegelung in beliebig 

gekrümmten Flächen. 

Trifft ein unendlich dünnes Strahlenbündel auf eine 
krumme Oberfläche, so geht sowohl die Brechung als 
auch die Spiegelung in der Einfallsebene, d. h. der Ebene 
vor sich, die durch den Axenstrahl des Strahlenbündels 
und das Einfallslot gehend gedacht werden kann. Denkt 
man sich nun zu der Tangentialebene des Einfallspunktes 
eine unendlich nahe benachbarte parallele Ebene gelegt, 
so schneidet diese von der gekrümmten Fläche eine Kuppe 
ab. Die Spitze dieser Kuppe ist der Einfallspunkt des 
Axenstrahles und die Basis ein unendlich kleiner, soge- 
nannter Dupin'scher, Kegelschnitt. 




.--«' 



Es sei: 
q x der Krümmungsradius der krummen Fläche im 

Hauptnormalschnitt. 
q % der Krümmungsradius der krummen Fläche im 

Nebennormalschnitt. 
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q' der Krümmungsradius in der Einfallsebene mit 

dem Azimute e. 
p" der Krümmungsradius in der dazu senkrechten 

Ebene. 

Dann ist: 

cos*e 



r = !=^4 



und 



Q' Ql & 



sin 2 e . cos* e 



Qi Q% 



Ist das einfallende Strahlenbündel astigmatisch mit 
den beiden Objektdistanzenabscissen x und £ der beiden 
Brennlinien b x und fl 2 , dem Azimute # t und der Fokal- 
ebene 2b l7 andererseits das gebrochene Strahlenbündel 
astigmatisch mit den Bildabscissen x % und x x der beiden 
Brennlinien a x und a 2 , dem Azimute # 2 und der Fokal- 
ebene 2a v Ist ferner der Einfallswinkel e 2 , der 
Brechungs- bezw. der Spiegelungswinkel ^, so gelten für 
die Bestimmung von x x , x % und # 2 die folgenden, von 
Carl Neumann gefundenen, Formeln. 

sine* (co8 2 & 2 , sin 2 & % \\ 

\~ 2 h x x /l -1 ' 



• cos* e, 



sin e % (cos 2 # 2 , sm a ^\l 

sine 1 \ x x x 2 )\ J 

ma c .l- yv?*»» .(.l-j.) + 

sin e 2 • cos e 1 'sin2& 2 1 1 ___ 1_\ 1 

sin £j • sm 2 £ \# 2 ^ / 1 ' 
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worin zu setzen ist: 

A = Qi'8%'*in*i 



(q 2 • cos 2 e + q x • sin 2 e) • sin (e 2 — e x ) 



B = 



Qi'Qz* s%n e x 



(q 2 • sin* e + Qi • cos* «) • sin (e 2 — e x ) 

c _ Q x -Q 2 -sine x 

(Qi—Qi)-sin(e 2 — e l ) 

Diese Formeln vereinfachen sich in folgenden speziellen 
Fällen. 

1) Wenn das einfallende Strahlenbündel homozentrisch, 
also £ — x wird. 

tv a \ cos 2 e 2 , sine. » tcos 2 ft 2 . sin 2 & 2 \\ 

Ib. A-\ - + - — --cos 2 e x -\ 2 -\ -)f = 1| 

l x Q sme x \ x x x /) 

ii b . ^.H+^.a+^U!, 

[ x Q sme x \ x 2 x x J\ 

TTT , ~ sin e 2 * cos e x • sin 2 fl a / 1 1_\ 

sin e x • sin 2 s \x 2 xj 

2) Wenn ferner noch das Azimut e = wird. 

T — Qi <sine 1 'Cos 2 e« . o x -sine« 9 (cos 2 & 2 . sin 2 &A , 

Ic. — -Pj ^ ^+-^7 2 -T-cos 2 e x -[ - 2 H -)=1, 

sm(e 2 — *i) # # sm{e 2 — e x ) \ x 2 x x I 

17 — Q 2 * sin e x . q 2 • sin e 2 ( sin 2 & 2 , cos 2 ft 2 \ 

sin (e 2 — e x ) • x sin(e 2 —e x ) \ x 2 x x / ' 

III c. Gleichung III b mit 2e = multipliziert. Es ver- 
schwindet die Gleichung III c identisch und # 2 wird 
gleich 90°, d. h. die erste Brennlinie a x liegt senk- 
recht zur Einfallsebene. — Die Formeln I und II 
gehen in die von Eeusch angegebenen über. 

T , — q x * sin e x cos 2 e 2 , q x • sin e 2 cos 2 e x 

II d. 



— ft' 


» sin e x 


cos?e 


a . &•«• 


«g 


cos*e 1 


sin (e 2 


-•.)' 


Xo 


sm(e s — 


■o' 


x x 


—Q*- 


sine x 


1 , 


ß a • sm e 4 


1 


= 1. 


sin(e 2 


-eS 


*0 ' 


sin{e t — e t ) 


** 
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3) Wenn auch noch q x = q 2 = r wird, d. h. wenn 
die krumme Fläche eine Kugel mit dem Halbmesser r ist. 



— r • sin e x cos 2 e 2 , r • sin e x cos 2 e x 

sin(e 2 — e x ) x sin(e 2 — e x ) x x ' 

TT — r-sine ü 1 , r>sine« 1 

He. -t-7 \ h-^-7 *-\ m — =1 « 

4) Wenn es sich endlich noch um Eeflexion der 

Strahlen handelt. — Bei Strahlenbrechung ist der 

Brechungsindex n gleich dem Verhältnis sine 2 :sine 1 . Bei 

Spiegelung ist n = — 1, folglich sin e 2 = — sin e x . Die 
Formeln gehen über in: 

T « r'cose« 1 . r'cose« 1 

If - ^t^+-t-^ =1 > 

Hf. — ^.- + r •-=!. 
2>cose 2 z 2*cose 2 x 2 

Die Formeln Id bis If gelten also für Strahlen- 
fächer im Hauptnormalschnitt (Meridionalschnitt), während 
die Formeln II d bis II f für Strahlenfächer im Neben- 
normalschnitt gelten. 



§ 3. Definition des zu lösenden Problems. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir untersuchen, 
wie sich eine unbegrenzte Ebene, von einem festen Augen- 
punkte aus betrachtet, in einer Kugel spiegelt. Wir 
wählen den Augenpunkt A zwischen der Ebene und der 
Kugel und denken uns durch den Augenpunkt und den 
Kugelmittelpunkt C eine zu der gespiegelten Ebene senk- 
rechte Ebene gelegt. Diese schneidet die gespiegelte 
Ebene in einer Geraden, welche wir die Grundlinie 
nennen wollen. Für sämtliche Punkte dieser Grundlinie 
suchen wir zunächst mit Hilfe der oben aufgestellten 
Formeln If und II f die Bildpunkte. In der Folge 
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wollen wir dann auch unsere Untersuchungen auf die 
übrigen Flächenelemente erweitern. Diese Betrachtungen 
vereinfachen sich dann, wenn der Augenpunkt in der 
gespiegelten Ebene selber oder auf dem, vom Kugelmittel- 
punkte auf die Ebene gefällten, Lote angenommen wird. 

Die Lösung des Problems möge erst auf mathe- 
matischem Wege, mit Zuhilfenahme der Formeln, die im 
vorhergehenden Kapitel aus den Neum an n' sehen 
Gleichungen für Spiegelung in einer Kugel hergeleitet 
wurden, versucht werden. Hierauf wollen wir die 
Gleichungen aufstellen, die es ermöglichen, die vor- 
kommenden Grenzfälle zu bestimmen. Endlich soll hier 
bei der mathematischen Untersuchung noch der bereits 
oben erwähnte Fall betrachtet werden, dass das sich 
spiegelnde Flächenelement nicht mehr in der Ebene der 
Zeichnung liegt. 

Nach diesen Untersuchungen wollen wir uns bemühen, 
das Problem auf rein graphischem Wege zu lösen. Hier- 
bei ist allerdings gleich vorher zu bemerken, dass wir 
zeichnerisch nur solche Punkte der Ebene betrachten 
können, die auch in der Ebene der Zeichnung liegen, dass 
wir also nur die Bilder einer Geraden konstruieren können. 

Als dritte Untersuchung soll dann ein bestimmtes 
Beispiel gewählt und mit Hilfe der gefundenen Formeln 
numerisch berechnet und gleichzeitig verzeichnet werden. 

Als Anwendung des Problems möge dann, in Analogie 
zur Leupold'schen Methode, untersucht werden, wie ein 
Gebilde auf der gespiegelten Ebene verzerrt gezeichnet 
werden muss, damit es in der Kugel als ein normales 
Spiegelbild erscheint. 

§ 4. Hilfsformeln für die Lösung des Problems. 

Um von irgend einem Punkte der Grundlinie die 
Spiegelbilder zu konstruieren, müsste man von jüasem 
ausgehend den Einfallsstrahl so ziehen, dass der reflektierte 
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Strahl — der Augenstrahl — auf den Augenpunkt trifft. 
Da dieses aber äusserst schwierig und nur mit Anwendung 
der Regula falsi ausführbar ist, wenn es sich um eine 
gekrümmte Spiegelfläche handelt, ist man genötigt, den 
umgekehrten Weg einzuschlagen und zu einer Anzahl 
beliebig gewählter Augenstrahlen die zugehörigen Objekt- 
punkte zu berechnen und zu konstruieren. 

In Fig. I sei C der Mittelpunkt der spiegelnden 
Kugel mit dem Radius r, Ä der Augenpunkt und PP 4 die 
Grundlinie d. h. die Gerade, in der die Ebene der Zeichnung 
die zu dieser senkrechte gespiegelte Ebene schneidet. Die 
Verlängerung der optischen Axe CA = B schneide die 
Gerade PP' unter dem Winkel co in Z>. Die Strecke AD 
sei gleich b. Die Augenstrahlen f und f ' mögen mit B die 
Winkel a und a' bilden und die Peripherie des Kreises in 
E und E 4 treffen. Die Einfallslote CE und CE' bilden 
mit der optischen Axe die Winkel ß und ß 4 und mit f 
bezw. f die Reflexionswinkel ^ und e x 4 . Die Einfalls- 
strahlen x und x 4 der Objektpunkte P und P' bilden 
bei E bezw. E 4 mit den Einfallsloten die Einfallswinkel 
e 2 bezw. e % 4 . 

Gegeben sind die konstanten Grössen r, Ä, b und co. 

Ausserdem wird der veränderliche Winkel ß und ß 4 als 

gegeben angenommen. 

Es ist 

e 2 = e l =a + ß (1). 

Nach dem Sinussatze ist 

B sin e % sin (a + ß) 

r sina sina 

Hieraus folgt zur Berechnung von a 

cotga= ^-3 — cotgß (2). 

* r*stnß * 

Nach dem Sinussatze ist ferner 

m-\-r sin co 

B^b~ sin(co—ß) 
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hieraus ergibt sich zur Berechnung von m 



(R + b).sinco 
m ~ sin (co -ß) r W " 



Ferner ist 



folgeweise 



f sin ß 

r sina 



^ = r 1 sinß 

sina v )% 



Hieraus ergibt sich f. Weiter ist 

— x sin (co — ß) sin (co — ß) 

m sin (co — ß — e 2 ) sin(co — a — 2 ß) 

woraus sich der Wert von- x ergibt 

m.sin(co-ß) 

X °-sin(co-a-2ß) V W ' 

Für die linke Seite ergeben sich analog gebildet die 
Formeln 

**'=<=«' + /*' (la) 

COtga ' = T^'~ COt9? ' (2a) 
(ß + Vy^smco . 

m — — • / / i Ö K r V* a / 

sin {co' + /> ) 

sin a 4 
. *' • sin (co + /?') / B a x 



sin .(ö) + o' + 2 /?') 
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§ 5. Umformung der Gleichungen If und II f 
zur Berechnung von xi und x% bezw. x^ und a>/. 

Die Gleichung If für den Hauptnormalschnitt lautete 
V'COse % 1 . r*cose 2 1 

a CCq a X* 



Hieraus ergibt sich 

x a • r • cos e 9 
1 2x Q — r*cose 2 
und analog 



(6) 



x < = x,'.r.cose 2 ' ( 
1 2x ' — r-cose 2 ' v '' 

Die Gleichung II f für den Nebennormalschnitt lautete 

r 1 , r J_ 



2 • cos e 2 x 2 ' cose % x % 



Hieraus ergibt sich 
und analog 



2 2'X *cose 2 — r v - 



x,' = - p^- 4 (7a). 

2 2<x'»coseJ — r v ' 



§ 6. Betrachtung der Grenzfälle. 

1) Bestimmung der Grösse des Winkels ß bezw. ß' 
für den Fall, dass — x bezw. — x ' unendlich gross 
werden. 

Damit in Gleichung (5) — # ö unendlich gross wird, 
muss sin(co — a — 2/S) = werden. Es muss also auch 

a = w — 2ß 
werden. 

Demgemäss ist 



cos(co — 2ß) ( . 

cotga = -7—7 ^ (8) 

* sm(co — 2ß) v ' 
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und nach (2) 

cotga = r—p. — cotgß 

oder 

R R 

, T- co ^ (9). 
Aus (8) und (9) folgt 



( cosß) • sin (co — 2'ß) = cos (co — 2ß) • sin ß, 

daraus ergibt sich 

R 
— • sin (co — 2ß) = sin (co — ß). 

Nach einigen Umformungen resultiert hieraus 
— • sincocos2ß — sinco* cosß=sinßA — • cosco • cosß — cosco). 

Folgeweise ist 
— j • sin 2 co • cos 2 ß • sin*co • cos2ß • cosß-\-siri*co • cos*ß 

t — I • COSTCO • COS 8 /) • COS* CO • cos/> + COS a CÜ 

= 1 — COS 2 ß. 

Hebt man die Bruchform auf, so ist 

4/? /2i?\ 2 . t 8Ä 4B . t 1Ä (2RY • 8 

cos*p«( — )'8tn*co — cos^ß* — .sm*co — cos*ßA-— \*$%n*co 

+ cos*/> • &in*a> + cosp • — • sin co + I — 1 • stn*co 

-f- cos*p • I — I • COSTCO — cos^ß • — • cos* CO — cos z ß • I 1 • COSTCO 

4ß 

+ COS 2 ß • cos 2 CO + cosß • — • COS 2 CO — COS*CO = 0, 



cos 
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und nach fallenden Potenzen von cosß geordnet ergibt 
sich die biquadratische Gleichung 

+ f — • sin 2 co — j^g • cos*co) = 0. (10) 

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Gleichung (10) auch 
für den anderen Quadranten gilt, d. h. es soll ß 4 an die 
Stelle von ß treten und — x\ unendlich gross werden. 

Wir setzen a'= — a', ß'= — ß 4 , und 180°— co statt co. 
Es muss dann 

180°— o> + a'+2/?' = 

werden. Daraus erhält man 

_ ^ a_ s™(180 -a> + 2/?')' 
also 

= cos^o-^ (8a) 

* sin(co — 2ß) 

Aus Gleichung (2 a) ergibt sich 

— — oosß' 

cotga'= r , ot — (9a) 

* stnß 4 

Aus (8 a) und (9 a) folgt genau wie oben aus (8) 
und (9) 

C0S V' — -^-co$*ß'— (l~^)-cosV'+ö^ , ( 1 + cos8ft> )- CÖS / S/ 

( l r 2 \ 

+ ("T " ** n,<ü — Fd2* cos 2 ci) I = 0. (10 a) 

Wir sehen daraus, dass sich die Gleichungen (10) 
und (10 a) nur in ß und ß 4 unterscheiden, dass wir es in 
Wirklichkeit mit nur einer Gleichung zu tun haben, die 
uns bei der Auflösung je einen Wert von ß und ß 4 für 
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den Fall, dass — x und — # ' unendlich werden, liefert. 
Da die Gleichung vom vierten Grade ist, hat sie vier 
Wurzeln, von welchen aber nur zwei — wie schon ein 
Blick auf die Figur lehrt — brauchbare Werte sein 
können, wenn wir voraussetzen, dass die Kugel nur an 
der konvexen Oberfläche spiegelt. 

2) Untersuchung des Falles, dass x x bezw. x x 4 gleich 
Null werden. 

Nach Gleichung (6) ist 

x » r • cos e % 



x, 



2-x Q — r*cose 



Damit x x = wird, muss der Zähler =0 werden. 
Da aber weder x noch r verschwinden können, muss 
cose 2 verschwinden, was der Fall ist, wenn e 2 = 90° ist. 
Dieses besagt mit anderen Worten, dass x x = wird, 
wenn der Augenstrahl Tangente der Kugel ist. 

Dieselbe Betrachtung gilt auch, wenn x^ = wer- 
den soll. 

3) Bestimmung der Grösse des Winkels ß bezw. ß 4 
für den Fall, dass x 2 bezw. x % ' unendlich gross werden. 

Nach Gleichung II f ist 

r -i + r .i.i. 

2«cose 2 x 2-cose % x 2 



Für den Fall, dass x % unendlich gross werden soll, 

(ii) 



muss — = werden. Demnach ist 

x 



2.«>8(a + /S) 

Aus den Gleichungen (3) und (5) folgt 
(jß + b) - sin co — r • sin (cd — ß) 



sin(co — a — 2ß) 

2* 



(12) 



2o 



Aus den Gleichungen (11) und (12) resultiert 

— r (22 + b) • sin co — r • sin (co — ß) 

2.cos(a + ß)~ sin[(co — ß) — (a + ß)] 

(i? -f- b) • sin co — r • sin (co — ß) ^ 

sin (co — ß) • cos (a + /?) — cos (co — ß) • sin (a -f- /J) 

Nach einigen Umformungen erhält man 
— j-sin(co— ß) •\-j'COs(co—ß).tg(a-\ r ß) = 
= (i? + *) # sinco — T'Sin(co — ß). (13) 
Aus Gleichung (2) folgt nunmehr 

9 * — * 

und somit ist 

siw/? .. sinß 

COS/5 COS0 . . 

tg(a + tt) = ± — R = _^_. (14) 



( cosßj -cos ß 



Substituiert man jetzt (14) in (13) so resultiert 
r-R-cosCco — ß)-sinß /n . ü . . r . t ■ ~ 

oder 

r-R*sinco = 2R -(R-\-b)*cosß- sinco -f- 

+ r* • siw (a> — ß) — 2r • (Ä + b) • sinco. 

Hieraus findet man nach einigen Operationen 

ü (2R R + b , ,\ (2R + 2b , Ä\ . ir ~ 

™ß\—--2r- + l)-(— ~ r — + -) = cotgco.\}-cos*ß 
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Dieses quadriert und nach Potenzen von cosß geordnet 
ergibt endlich 

cos*ß . [(2Ä 2 + 2Rb + r 2 ) + r 2 . cotg 2 J — 

— 2 • cos^ • (2Ä 2 + 2i?ft + r a ] • ^i— + (3Ä + 2ft) — 

— r 2 .coty 2 <ü = 0. (15) 

Eine ähnliche Betrachtung, wie die bei der Grenz- 
bestimmung für x ergibt, dass diese Gleichung auch 
für den anderen Quadranten gilt. Sie liefert uns also 
nicht nur den Wert von ß für # 2 = 00, sondern auch 
von ß 4 für x± = 00. 

§ 7. Annahme spezieller Lagen 
des Augenpunktes. 

1) Wir nehmen zunächst den Fall an, dass der Augen- 
punkt mit der gespiegelten Ebene zusammen falle. Es 
soll jedoch nicht im Fusspunkte des von C auf die Ebene 
gefällten Lotes liegen. Der Wert von b wird also Null. 

Es vereinfachen sich die Gleichungen (3), (3 a) 
und (15). 

m = ^l^ r (3 
sin (co — ß) v 

m'=-r-, — r~SK — r ( 3a ) 



cos 2 ß> 



(2i? 2 + r 2 ) + r*.coty 2 o> 



— 2.cosß.(2R* + r*y^ 



+ yR* — r 2 .cotg 2 co = 0. (15) 



2) Jetzt werde der Winkel co = 90 °. Der Augenpunkt 
soll auf dem von C auf die Ebene gefällten Lote liegen. 
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Dadurch erhalten wir ein symetrisches System. Der 
bisher notwendige Unterschied zwischen der rechten und 
der linken Seite fällt also fort. 

Dadurch vereinfachen sich die Gleichungen (3), (5), 
(10) und (15). 

R + b 

L ^^ 



m- 



•x n = 



cosß 
m*cosß 



(3") 
(5") 



w(a + 2ß) 
m iß- £ . coSß _( i _ Jl) . eo f ß+ J_ . co8/ j + 1=0(10") 



cos*ß- 



2R*+2Rb+r 2 



2R 2 ±2Rb + r* 



35+26 



— 2>cosß- 

+ (3Ä + 2 6) 2 = 0. (15") 

3) Endlich wollen wir auch noch den Fall annehmen, 
dass der Augenpunkt im Pusspunkte des von C auf die 
gespiegelte Ebene gefällten Lotes liegt. Es soll also 
6 = und o> = 90° werden. 

Hierdurch vereinfachen sich die Formeln (3), (6), 
(10) und (15). 

m = -^r-r (3'") 

cosß ' 



— x t 



m*cosß 



(5"') 



cos(a + 2ß) 
cos*ß . (2 £*+r 2 ) — 2 • cos ß- (2 £ 2 +r») . — +9£*=0(15'") 



§ 8. Annahme beliebiger Flächenelemente 
der gespiegelten Ebene als Objektpunkte. 

Die bis jetzt gefundenen Formeln waren unter der 
Voraussetzung entstanden, dass sich die Objektpunkte, 
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deren Spiegelbilder in der Kugel wir betrachteten, auf der 
Grundlinie befinden. Wir wollen jetzt unsere Betrachtungen 
dahin verallgemeinern, dass wir auch die anderen Flächen- 
elemente berücksichtigen. 

V 




Es möge P"D ein beliebiger Radiusvektor der ge- 
spiegelten Ebene bezüglich des Poles D sein. Der Polar- 
winkel sei #. 

Wir erhalten dann bei D ein rechtwinkliges 
sphärisches Dreieck. Der rechte Winkel rj wird gebildet 
durch die gespiegelte Ebene und die der Zeichnung. Die 
anderen Winkel sind der konstante Winkel co und der 
veränderliche #. 



Es ist 



cos r\ 4 = cos (o • cos #. 



Hieraus lassen sich die Werte für rj' berechnen, 
welches in den obigen Formeln an die Stelle von <o tritt. 
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Am Schluss dieser Betrachtungen wollen wir auch 
hier noch einen Spezialfall untersuchen. Es möge der 
Punkt D, d. h. der Schnittpunkt der über A hinaus ver-" 
längerten optischen Axe des Systems mit der Ebene, zum 
Objektpunkte werden. Hier decken sich der einfallende 
und der reflektierte Strahl. Es wird also e i = e 1 = 0. 
Die Gleichung If geht über in 

und Gleichung II f in 

!+±_i. 

x l x 2 r 

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich, dass 
x x = x 2 ist, dass also D nur ein Spiegelbild hat. Dieses 
muss ja auch der Fall sein, da wir es hier mit einem 
paraxialen Strahl zu tun haben. 



§ 9. Graphische Lösung des Problems. — 
Deskriptive Katoptrik. 

Wie bereits oben, bei der Definition der Aufgabe 
erwähnt wurde, können wir auf zeichnerischem Wege nur 
die Spiegelbilder — die Bildkurven — einer Geraden der 
Ebene konstruieren. 

Zu erwähnen ist hier, dass in den Figuren 2 bis 4 
die Bildkurve des Hauptnormalschnittes in blauer, die 
des Nebennormalschnittes in grüner Farbe ausgeführt ist. 

Wir beginnen mit der Bildkurve des Hauptnormal- 
schnittes. — Verbindet man in Fig. 2 den Mittelpunkt C 
der Kugel mit dem leuchtenden Punkte P, dessen eines 
Bild wir konstruieren wollen, so ist der Schnittpunkt B x 
dieser Geraden mit dem verlängerten Augenstrahl AE der 
gesuchte Bildpunkt. Die Strecke B l E ist die Bildpunkts- 
abscisse x v 
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Bei der Konstruktion der Bildkurve des Nebennormal- 
schnittes tritt an die Stelle des Kugelmittelpunktes der 
sogenannte Fixpunkt F*). Diesen erhalten wir durch 
folgende Konstruktion. — Man halbiert die Strecke CE 
und fällt vom Halbierungspunkte das Lot auf den ver- 
längerten Einfalls- bezw. Eeflexionsstrahl. Vom Fusspunkte 
dieses Lotes zieht man eine Parallele zum Reflexions- 
bezw. Einfallsstrahl und bestimmt ihren Schnitte F mit 
der Geraden CK — Die Verbindungslinie FP schneidet 
den verlängerten Augenstrahl in B 2 , dem zweiten Spiegel- 
bilde des Punktes P. Die Strecke B 2 E ist die Bild- 
punktsabscisse # 2 . 

Die Aufgabe hatten wir uns so gestellt, dass wir die 
gespiegelte Ebene als unbegrenzt annehmen wollten. Eine 
solche Ebene kann man als Kugel mit unendlich grossem 
Halbmesser auffassen, in der die spiegelnde Kugel 
exzentrisch liegt. Durch diese Annahme sind wir ge- 
zwungen auch solche Einfallsstrahlen zu betrachten, die 
— vom Objekte aus gerechnet — gegen den im Endlichen 
liegenden Teil der Ebene konvergieren oder mit ihm 
parallel laufen. 

Für diesen letzteren Fall gelten unsere beiden 
Konstruktionen noch, indem wir nur durch C und F zur 
Grundlinie die Parallelen zu ziehen brauchen, um in den 
Schnittpunkten dieser beiden Parallelen mit dem ver- 
längerten Augenstrahl die beiden Bildpunkte zu erhalten. 

Anders im ersteren Falle, denn hier versagen jene 
Konstruktionen. — Aber ähnliche fuhren auch hier zum 
Ziele. Verlängert man nämlich in Fig. 3 den Einfalls- 
strahl PooE über E hinaus bis zum Schnitt II mit der 
Grundlinie PP% so gelten jetzt wieder unsere Konstruk- 
tionen, wenn wir nur II statt P benutzen. 

Nur für einen Punkt versagen unsere Konstruktionen. 
Nämlich für den Punkt D, dem Schnittpunkte der optischen 



*) Siehe die bereits oben angeführten Arbeiten von Reu seh 
und Matthiessen. 
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Axe mit der Ebene, denn jetzt fällt der Centralstrahl mit 
dem Augenstrahle zusammen; wir erhalten also keinen 
Schnittpunkt beider. 

Nach bekannten Konstruktionen der Gauss' sehen 
paraxialen Dioptrik bezw. Katoptrik lässt sich aber auch 
für diesen Fall der Bildpunkt — denn es gibt hier nur 
einen solchen, da wir es jetzt mit einer aplanatischen 
Spiegelung zu tun haben — konstruieren. 

§ 10. Numerische Berechnung eines bestimmten 
Falles und graphische Darstellung desselben. 

Die konstanten Grössen wurden wie folgt gewählt: 
r = 70mm; ß= 144,5 mm; 6 = 36 mm; o> = 70o. 

Wir wollen uns jetzt durch Einsetzung dieser Kon- 
stanten in die in den §§ 4 und 5 gefundenen Formeln 
für eine Anzahl von Fällen die einzelnen Elemente be- 
rechnen und die gefundenen Werte in einer Tabelle 
(Seite 28 und 29) vereinigen, um eine gewisse Gesetz- 
mässigkeit zu erhalten, wurde als konstant veränderliche 
Grösse der Winkel ß bezw. ß 4 gewählt. 

Wir lassen ß und /?', beginnend mit ß m \n. = 0° be- 
ständig um 5° zunehmen und wählen schliesslich als 
Endwert unserer Tabelle den Wert von ß, der sich 
ergibt, wenn der Augenstrahl Tangente des Kreises 
geworden ist. Es ist 

v 

cosß ma ,*. — -ß' 

Bis jetzt noch nicht erwähnte Elemente der Tabelle 
sind o x und q 2 bezw. q x * und q 2 '. Mit diesen Buchstaben 
wurden die Vektoren der Bildkurven bezeichnet. Es ist 

ei = * + a i; Qi=**+*i § 

@2 =Z X I X 2 5 @2 == X "T X 2 • 
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Die beiden Bildkurven der Fig. 4 sind nun so ent- 
standen, dass auf den zu den Winkeln ß gehörigen Augen- 
strahlen die Strecken q — und zwar die positiven in der 
Eichtung von A zum Kreise, die negativen in entgegen- 
gesetzter Eichtung — in sinngemässer Weise aufgetragen 
wurden. Die so erhaltenen zusammengehörigen Bild- 
punkte wurden dann durch Kurven verbunden. 

Um in der Zeichnung eine genügende Deutlichkeit zu 
erhalten, konnten nur die Augenstrahlen für die Winkel 
ß von 0° bis 45° und der tangierende Augenstrahl 
eingezeichnet werden. 

Betrachtet man jetzt die beiden Bildkurven, so sieht 
man, dass die des Hauptnormalschnittes vollständig im 
Endlichen verläuft. Von der unbegrenzten Ebene erhält 
man ein begrenztes, im ganzen Verlaufe virtuelles 
Bild. — Anders verhält sich die Kurve des Nebennormal- 
schnittes. Aus der Tabelle sowohl als auch aus der 
Zeichnung geht hervor, dass x 9 immer schneller und 
schneller wachsend schliesslich unendlich gross wird, um 
dann wieder endliche, beständig abnehmende, negative 
Werte anzunehmen. Dieses besagt, dass im Nebennormal- 
schnitte das Spiegelbild einer unbegrenzten Ebene ein 
unbegrenztes, teils virtuelles, teils reelles ist 

Es ist interessant zu untersuchen, wie gross der 
Winkel ß bezw. ß' in unserem numerischen Beispiele ist, 
wenn der Augenstrahl Asymptote zu der Kurve des 
Nebennormalschnittes ist, d. h. wenn x 2 bezw. a? 2 ' 
unendlich gross wird. Aus der Tabelle geht hervor, dass 
dieser Wert für ß zwischen 45 ° und 50 ° und für ß 1 
zwischen 50° und 55° liegen muss. In der Fig. 4 sind 
die beiden Asymptoten in roter Farbe gezeichnet. 

Zur genauen Bestimmung dieser beiden Werte be- 
nutzen wir die quadratische Gleichung (15). Die beiden 
Wurzeln derselben für unser Beispiel sind 

£=49° 50' und £' = 53° 30'. 



28 



Ci 05 Ol 


Ol 


*- 


^ CO 


CO 


fcO 


bO 


t-» »-» 








h-» o 01 


o 


Ol 


© Ol 


© 


Ol 


© 


Ol © 


Ol 


© 




© © © 


o 


o 


© © 


© 


c 


© 


© © 


© 


© 




O O 


o 


© 


© © 


© 


© 


© 


© © 


© 


© 


"Cto 


H^ © © 
CO 

© 


© 


© 


© © 


© 


© 


© 


© © 


© 


© 


fcO bO bO 


fcO 


fcO 


bO bO 


bO 


bO 


l-J 


l-J 








00 00 00 


00 


vi 


05 tf>> 


bO 


© 


05 


co co 


rf^ 


© 




© © © 


o 


o 


o o 


© 


o 


© 


© o 


o 


© 




oi oi rf^ 


fcO 


CO 


fco rf^ 


tft 


© 


Ol 


h-» I-» 


rf^ 


© 


Q 


00 00 *q 
CO 

© 


© 


© 


© © 


© 


© 


© 


Ol © 


© 


© 




CD 00 00 


vi 


vi 


05 Ol 


Ol 


tft 


CO 


bO h-» 






\\ 


O 00 CO 


00 


fcO 
















o © © 


© 


o 


o © 


o 


© 


© 


© o 


o 


© 




O Ol M^ 


fcO 


CO 


bO rf^ 


^ 


© 


Ol 


l-J H-» 


^ 


© 


q oo ^ 


© 


© 


o © 


© 


© 


© 


Ol © 


© 


© 


+ 


Ol OT w 


to 


l-J 


h-» © 


© 


© 


© 


© © 


© 


h-» 


§ 


►£» i— » vi 


C71 


vi 


© Ol 


bO 


© 


© 


© bO 


Ol 


© 


00 M^ •-* 


CO 


bO 


Ol 05 


bO 


CO 


© 


CO bO 


05 


Ol 




+++++ 1 1 


1 


1 


1 


1 1 


1 


1 




H- » H-* fcO 


co 


00 


o> CO 


fcO 












o* 


vi 00 W 


rf^ 


1— » 


bO OD 


h-» 


Ol 


bO 


© © 


© 


H* 




00 tf* CO 


C5 


CO 


CO Ol 
















O M^ fco 


Oi 


00 


vi ^J 


bO 


rf^ 


© 


00 © 


£- 


Ol 




++++++++++++++ 








l-J 


H-» H-» 


h- » 


bO 


bO 


fcO fcO 


bO 


fcO 


M * 


O O CO 


vi 


© 


^ 05 


CO 


«— » 


bO 


^ Ol 


Ol 


05 




O OJ O 


rf^ 


vi 


bO CO 


•tf^ 


^ 


CO 


© © 


OD 


05 




O CO 






















1 1 1 +++++++++++ 




M U) 00 


CO 


H- » 
















H 


*q O CO 


v^ 


co 


00 Ol 


^ 


CO 


CO 


bO fco 


bO 


bO 


»* 


00 CO vi 


Ol 


C71 


tO OD 


Ol 


vi 


fcO 


CO vi 


05 


05 


*■ 


OD Oi CO 


vi 


OD 


00 00 


vi 


Ol 


*» 


© fcO 


tf^ 


05 




++++++++++++++ 




fcO fco H-» 


h- » 


© 


© co 


CO 


OD 


OD 


vi vi 


vi 


vi 


*>r 


Oi oi CO 


CO 


vi 


H-» 05 


© 


05 


fcO 


CO 05 


Ol 


£- 




rf^ fcO h-» 


© 


bO 


Ol bO 


OD 


Ol 


vi 


I-» CO 


© 


Ol 




++++++++++++++ 




fcO bo fco 


bO 


t— * 


h- h-» 


H-» 


© 


© 


© © 


© 


© 




Oi C7t CO 


© 


vi 


Ol CO 


© 


vi 


Ol 


CO h-» 


© 


1— » 


V 
























rf^ 00 o 


© 


CO 


vi h-» 


fco 


CO 


05 


h-» CO 


OD 


© 








VI 


^ 


bO 
















*$ 


OT <I H 


Ol 


rf^ 


OD Ol 


CO 


bO 


H-» 


© © 


© 


© 


HO 


fcO OD 00 


00 


CO 


rf^ Ol 


05 


^ 


Ol 


OD CO 


H-» 


l-J 


**• 
























►f^ rf^ fcO 


vi 


© 


CO © 


Ol 


© 


I-* 


1-* Ol 


M>> 


© 





W 




o 




4 




CD 




o 




p 




p 




p 




p 




OQ 




P* 




CD 




4 




CD H 




lern 
züg 




C 2 




o P 




"ff 








P s 




CD ^ 
00 i^ 


H 




fD 


• p p. 


^ 


L p 


H) 


>& 


• 


p <* 




s P* 




fi p 




*d o 




P ^ 








O CD 




00 p 




O 




P* 




CD 




B 




O 




4 




B 




S 





20 



9 

9 

M 

o 

d 



o 

d 

0) 



. 3 
SB 

o 

I 

o 

a 

2 

m 

. I 

bß 



O 

■s 
& 

9 

! 

£? CD 
+* i4 

,© ® 

QQ 
O 

d 



ü 

I 

© 

rQ 



d 

rd 

ü 

s 

n 





OOOHNCOiOQOilOiOiO« 
r HrHrHrHrHrHrH.-HCMTt<*OCM 

++++++++++T i i i 


q7 


O r-4 O^iO^CO^OO^O^O^ 

r-T <>T CO~ CO~ O* rH CM lO 

O O O O O rH.i— 1 rH 


CO^ CO^ O^ O^ 00^ ^ 
*D CD <S CG IG 1D 
rH rH CM CM CM CM 


++++++++++++++ 


•Hx 


^\G&0*<>*SDC>SDr*£~CGO?iQ CO 

++++++++++++++ 


*" 


co~b^o~Tjro~arTjrar<M > o' x t^co" s cro~ 

i-h CO CO CO i-i iH 

++++++++++T i i i 


>T 


CO O 
*0^ rH CO^ T^ < ^oc^»-^QO s a^T^Tj^<3^co o^ 

^r>rt^^co"Tjr<yTc3d s Tjri-rr>rco"o"cr 


*° 


0~ oT CO~ <jT of CD<Z2t>^0}i-4Q*<Z}C> 
H (M CO tji O Q CO i— 1 CM 00 t^ CO CO CO 
i-H i-H i— 1 <M iO OlOCOCMrHrHrHrHrH 

1 1 1 1 1 I+++++++++ 


s 


o~ i>^ io** t^ r-r aT co *o~ 

rHrHCMCOiOCOOiCM 
i-Hi-Hr-li-HrHi-Hi-)(M 


oi^ co^ o co^ oq^ co^ 
aT i-T cd" io" co~ t>* 

CO CO CM 00 O rH 

CM CO tJH iO a O 

rH 


+ 
II 




OOOlOOOOO 
oooooooo 

oososoocpiocqai 

H CM CO tH lO lO 


O O O t^ 00 o 

cd m sq tP «) o 

o o o o o o 
CO <M 00 CO 00 O 

^ N N 00 CO OJ 


ö 


o 

CO 


000*00000 
oooooooo 

o^aicocoocqTjH 

H H (M (N (M 


O O O t^ 00 00 
CM CO CM Tt< iO fcO 
o o o o o o 
CO b» 00 00 00 00 
CM CM CM CM CM CM 


OQ. 


o 

CO 


oooooooo 
oooooooo 

oooooooo 
OiOOiOOiOOiO 
rH rH CM <M CO CO 


O O O O O i-H 

o o o o o 

o o o o o o 
O iO O fcO O rH 
Tt< tH iO iO CO CO 



30 



Zum Schluss dieser Betrachtungen wollen wir jetzt 
auch noch untersuchen, welche Werte ß und ß' in unserem 
Beispiele haben, wenn x Q und x ' unendlich gross sind, 
d. h. wenn die Einfallsstrahlen der gespiegelten Ebene 
parallel verlaufen. Hierzu benutzen wir die biquadratische 
Gleichung (10). Wie schon bei der Aufstellung dieser 
Gleichung bemerkt wurde, sind von ihren vier Wurzeln 
hier nur zwei brauchbar. Unsere Tabelle zeigt uns, dass 
der brauchbare Wert rechts gerade /? = 25° ist, während 
er links zwischen 40° und 45° liegt. 

Mit Hilfe der Regula falsi bestimmt sich der Wert 
mit genügender Genauigkeit ß 4 = 41 ° 47'. 



§ 11. Anwendung auf einen speziellen Fall 
analog den Leupold'schen Anamorphosen. 

Nachdem jetzt das gestellte Problem mathematisch 
wie graphisch erschöpfend behandelt worden ist, wollen 
wir zum Schluss noch untersuchen, welche Form eine auf 
der gespiegelten Ebene gezeichnete Kurve haben muss, 
damit ihr Spiegelbild, von einem festen Punkte aus 
gesehen, ein Kreis ist. 

Wir lassen in Fig. 5 vom Augenpunkte unter einem 
bestimmten Winkel a einen Augenstrahl ausgehen und kon- 
struieren zu diesem den Einfallsstrahl, dessen Schnitt- 
punkt mit der optischen Axe wir bestimmen. Lassen 
wir jetzt den Augenstrahl um AC rotieren, so beschreiben, 
da a ja konstant ist, die beiden Bildpunkte B t und B 2 
von A aus gesehen scheinbar zwei gleich grosse Kreise. 
Der gleichfalls um die optische Axe rotierende Einfalls- 
strahl hüllt gleichzeitig einen Kegel ein, dessen Spitze 
in liegt. Dieser Kegel wird durch die gespiegelte 
Ebene geschnitten, was besagt, dass die Kurve, deren 
Spiegelbild ein Kreis ist, stets ein Kegelschnitt 
sein muss. 
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Jetzt möge der Augenpunkt seine Lage auf dem mit 
CA um C geschlagenen Kreise verändern. 

Liegt A auf dem von C auf die Ebene gefällten Lote, 
dann ist dieser Kegelschnitt ebenfalls ein Kreis. Wandert 
A, dann werden die Kegelschnitte Ellipsen, bis endlich A 
soweit gekommen ist, dass das der Ebene entfernteste 
Kegelelement zu dieser parallel ist. In diesem Falle ist 
der Kegelschnitt eine Parabel. Rückt der Augenpunkt 
über diesen Punkt hinaus, so erhalten wir Hyperbeln. 
Wandert A nun immer weiter und weiter, so nimmt der 
Kegelschnitt in umgekehrter Eeihenfolge dieselben Stadien 
wieder an, um endlich, wenn A auf seinen Ausgangs- 
punkte zurückgekehrt ist, wieder ein Kreis zu sein. 

Nachdem wir in dem Früheren die Methoden ent- 
wickelt hatten, um zu einem gegebenen geometrischen 
Gebilde der Ebene die Spiegelbilder zu konstruieren und 
zu berechnen, lassen sich jetzt auch umgekehrt zu gefor- 
derten Spiegelbildern die zugehörigen Objektfiguren finden. 
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Zum Schluss möchte ich nicht verfehlen, meinem 
hochverehrten Lehrer Herrn Prof. Dr. phil. et med. 
L. Matthiessen, dem ich die Anregung zu der vor- 
liegenden Arbeit verdanke, für die Überlassung des 
Themas und für seine freundliche Hilfe meinen besten 
Dank auszusprechen. 
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